
§З. Krive linije па povrsi 

Neka је povrs data jednacinoт r = r (u,v). Тааа је pr\fa os

novna forтa Р 1 povrsi odredjena sa 

-+ 2 (dr) < , 

gde је r ~du + r ~ dv • 
и v 

Moze se pisati аа је 

F = Е du2 +2Fdudv + Gdv2 , 
1 

Е = (r~) 2, F = (r ~ . r ~) , 
и и v 

Jedinicni vektor norтale povrsi је odredjen sa 

-+ 
п 

-+-... -+ ... r xr 
и v 

Druga osnovna forтa povrsi је 

2.... .... ........ 2 2 
F 2 = (d r 'no ) = - (dr 'dno ) = L du +2Mdudv + Ndv • 

gde је 

d2r=r"du2+2r~dUdv+r" dv2 • 
ии uv vv 

Neka је К krivina povrsi и tacki (u,v) и pravcu 
1 

(du, dv), а R = К 

poluprecnik krive с dobivene norтalniт presekoт povrsi и toт 
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pravcu. Тааа је 

К 
1 

F 2 

R F 1 

2 2 
L ди + 2 Mdudv + Ndv 

2 2 
Edu + 2Fdudv + Gdv 

Podelivsi i brojitelj i 

то К kao funkciju оа u,v 

imenitelj 
. du 

gornjeg razlomka sa d,,2dobija-

~ -
dv 

к = f(u,v, du ) 
dv 

Pravci za koje К ima maksimalnu i minimalnu vrednost и fiksira

пој tacki (u,v) ZQVU se glavni pravci и toj tacki. Mogu se dobi

ti kao resenja jednacine 

к - = о 
Х 

gde је 
du 

Х = dv • 

G:lavnimpravcima odgovaraju glavne krivine, i опе mogu biti оахе

ајепе i kao koreni jednacine 

(а) 

Ako su K1 i К2 glavne krivine, tada su R1 = ~l i R2 = ~2 

glavni poluprecnici. ~(Kl +К2 ) zove se srednja krivina, а K 1 К2 
se zove Gaussova krivina povrsi. Iz jednacine (а) imamo 

EN-2FM+GL 
2 

EG - F 

Gaussova krivina povrsi se moze izracunati i preko formule 

R1212 
К = 

g 

Kriva па povrsi cija tangenta и svakoj tacki ima pravac jednog 

оа glavnih pravaca и to'j tacki, zove se linija krivine krive. te 

povrsi. 

Ako su x 1 i Х2 resenja jednacine K~ О, to је 

du 
x 1 dv )1= f 1 (u,v) 

du 
Х2 = ( dv )2= f 2 (u,v) 

Integralne krive gornjih diferencijalnih jednacina su linije 

krive. Ako је и nekoj tacki K~= О, tada је svaki pravac glavni 
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pravac, tj. normalna krivina је ista za svaki pravac u toj tacki, 

i ta tacka se zove pupcasta tacka povrsi. 

to је 

tj. 

Kako 

к = 

је 

Lx2 + 2Мх + N 

Ех2 + 2Fx + G 
х 

ди 

dv 

к' = о za оnо х koje је resenje jednacine 
х 

(FL-МE)X2 + (GL-NE)х + (GM-FN) = о , 

-1 
2 

х -х 

Е F G О 

L М N 

Posle mnozenja prve vrste sa dv2 dobijamo 

dv 
2 

-dudv ди 
2 

Е F G О 

L М N 

sto predstavlja diferencijalnu jednacinu linije krivine. 

Koristeci Rodrigovu formulu koja kaze да је za glavne 

pravce, tj. za pravce u kojima је glavna krivina ekstramalna, 

imamo jos i sledece diferencijalne једnасјnе lјnјје krive: 

->-
л dr 

sto povlaci да је 

dr· п х dn .... [->- ->-] = о 

1 
Kako u prvoj aproksimaciji ~ Р 2 predstavlja rastojanje 

d tacke ;(и+ди, v+dv) од tangentne ravni povrsi povucene u tac
.... 

ki r(u,v), to се biti istog znaka za svako Х, 

ди 
vac dv 

(Ь) 

ako је diskriтinanta kvadratnog trinoma 

Lx2 + 2Мх + N 

tj. za svaki pra-

negativna, tj. ako је м2 - LN < О i takva ta6ka povrsi se zove eli

pticna tacka. и okolini te ta6ke povrs је sa iste strane tangen-

tne ravni. 



Ako је diskriminanta od 
du 

tada се postojati pravci dv za 
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(ЬЈ pozitivna, 

koje је F 2 >0 i 

2 
tj. !>' - LN > О 

takvi za koje је 

F2 <О, tj. povr' се u toj ta6ki biti sa razne strane tangentne 

ravni. Takva tatka se zove hiperbolitna tatka povr'i. Pravci za 
. 2 

koje је F 2 = О t]. Lx + 2Мх + N =0 zovu se asimptotski pravci u od-

redjenoj tatki i u tim pravcima tangentna ravan dodiruje povrs. 

Kriva па povr.i tija је tangenta u svakoj tatki kolinearna sa 

asimptotskim pravcem u toj ta6ki zove se asimptotska linija po~ 

vr'i. Normalna krivina asimptotskih linija је nula. Dobijaju se 

kao integralne krive diferencijalne jednatine Р2 =0. Iz 

hiperbolitne tatke povr.i izlaze dve asimptotske linije. 

svake 

Ako је м 2 - LN = О, tada jedna6ina Lx 2 + 2Мх + N ima jednu 

dvostruku nulu i postoji samo jedan pravac duz koje tangentna 

ravan dodiruje povr'. Takva tatka povr.i zove se parabolitna tat-

ka povr'i. 

Ako glavna normala krive е 1 zaklapa sa normalom povr.i 

ugao е tada је (е 1 lezi па povr.iJ 

R1 = ± R еоз 8 

gde је R1 polupretnik krivine krive e 1 , а R polupretnik krivine 

krive е, koja se dobija normalnim presekom povrsi u ta6ki krive 

е 1 i u pravcu iste. oskulatorna ravan krive е sadrzi tangentu 

krive е 1 i normalu povr'i. (е i еl imaju istu tangentu!. 

Kriva па povr.i koja је постаlпа па nivoskoj liniji ро

vr'i z =0 zove se linija najve6eg nagiba. 

Krive па povr.i kod kojih se glavna постаlа povrsi ро

klapa sa glavnom постаl0т krive u svakoj tatki krive zovu se 

geodezijske linije povr'i. 

vazi 

tj. 

Normala povr.i је tada постаlпа па binormalu krive, tj. 

-+ 
п [. -+ 2-+] .dr х d. r О 

[ -+ ~ -+ Ј [-+ 2-+] r х r • dr х d r 
u v 

О 



§ 8. Prva diferencijalna forma plohe 

8.1. Gaussove veličine prvoga reda 

Neka je zadana ploha S svojom vektorskom jednadžbom: 

f (u, v) = x (u, v) r + y (u, v) f + z (u, v) k, (u, v) ED. (1) 

Tada se za plohu S definiraju funkcije: E, F, G: D~ R na sljedeći način: 

E= fZ = (~)2 + (~)Z + (~)2 . 
u au au au' 

F=f.f = ax ax +~ oy +~~ 
u v ouov ouov ouov' (2) 

G=f~=(~:r +(~~r +(~~r. 
Veličine E, F i G definirane sa (2) zovemo Gaussovim osnovnim (fundamentalnim) 
veličinama prvoga reda ili koeficijentima prve diferencijalne forme. 

8.2. Duljina luka krivulje na plohi. Prva diferencijalna forma plohe 

Ako je zadana krivulja a na plohi S sa: 

f(t) = f(u (t), v (t)), t E l 

i ako su f(t l ) i f(tz) radijvektori dviju njezinih točaka A i B onda je realan broj: 

(3) 

duljina luka krivulje na plohi od točke A do točke B. 

Promotrimo funkciju s (t) : l ~ R za krivulju a na plohi S definiranu sa: 

t t 

s(t) = J I ~:I.dt= Jv E( ~~r +2F( ~~) (~~) + G(~~rdt. (4) 

Tada jednadžbu (4) možemo pisati u diferencijalnom obliku ovako: 
" dsz=Eduz+2Fdudv+Gdvz=.l (5) 

, 
koji se zove prva diferencijalna ili fundamentalna forma plohe. Još se zove i 
metrička ili kvadratna forma plohe i označuje sa l. . 

Formom l određeno je mjerenje duljina krivulja ria plohi. Kažemo da je 
formom l dana metrika na plohi. 
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8.3. Kut između dviju krivulja na plohi definira se kao kut između 
njihovih tangenata u presječnoj točki M 

Neka su zadane krivulja a i ~ sa: . 

a··.rl (t) = r(u (t), v (t», tj. u = u (t), v = v (t) 

~ .. .r2(t)=r(u(t), v (t», tj. u=u(t), v=v(t) 

tada su njihovi tangentni vektori dani s: 

:. drl ~du ~dv 
rl = dt = rUdt + rVdt' 

:. dr2 ~ du ~ dv 
r2= dt = rudt + rvdt' 

Kut w između dviju krivulja na plohi u presječnoj točki M jednak je tada: 

drl·dr2 drl·dr2 . 
cosw= I d~ II d~ I = 1~1~' tj. 

rl r2 ",dd ",dd 

Edudu + F(dudv + dvdu) + Gdvdv (6) 
cosw = , 

VEdu2 + 2Fdudv + Gdv2 VEdu2 + 2Fdudv + Gdv2 
gdje su: 

dr= rudu + rvdv, 

drl = rudu + rvdv, 

Napomena: Gaussove veličine E, F, G u (6) računamo u točki M. 

Specijalni slučajevi: 

a) Kut između krivulje na plohi i u-krivulje dan je izrazom (tada je ~ u-krivulja, 
tj. v = const., dv = O): 

Edu+Fdv 
cosw = . YE VEdu2 + 2Fdudv + Gdv2 

b) Kut između krivulje na plohi i v-krivulje dan je izrazom (tada je ~ v-krivulja, 
tj. u = const., du = O): 

Edu+ Gdv 
cosw= vc VEdu2 + 2Fdudv +.Gdv2 . 

'. 

c) Kut izmedu koordinatnih u i v-krivulja dan je izrazom (tada je krivulja a 
u-krivulja, tj. v = const., dv = O, a krivulja ~ v-krivulja tj. u = const. , du = O) : 

F 
cosw= VEG' 

d) Ako su krivulje a i ~ na plohi međusobno okomite, tada je: 

Edudu + F(dudv + dvdu) + Gdvdv = O. 

e) Uvjet okomitosti koordinatnih u i v krivulja prema c) glasi: 

F=O. 
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8.4. Ploština omeđenog dijela plohe 

Neka je dana ploha S svojom jednadžbom r= r(u, v) i na njoj zatvoreno 
područje (K). Tada je ploština područja (K) jednaka: 

(K) D D 

gdje je D zatvoreno područje u ravnini takvo da je r(D) = (K). 
Ovdje, naime, vrijedi (vidi zado 2): 

1 ~ x ~ 12 _ ~2:t2 (~ ~)2 EG r:I2 ru rv - rurv - ru·rv = - r-. 

Izraz: 

(7) 

(8) 

(9) 

koji je uvijek pozitivan zove se diskriminanta prve diferencijalne forme ili 
Weingartenova funkcija. 

Uvjet (6) iz § 6, tj. ru x rv =1= o sada postaje EG - p 2 =1= o. 
Jedinični vektor normale iz § 7.1. sada glasi: 

ar ar -x-au av 
VEG - P2 

Zadaci 

266. Zadana je sfera svojom parametrizacijom (vidi zado 204): 
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r= {rsinu cos v, rsin u sin v, rcosu}, u E [O, 3t], V E [ - 3t, 3t]. 

10 Naći prvu diferencijalnu formu pridruženu toj parametrizaciji. 
20 Naći tangencijaInu ravninu u točkama za koje je u = O i u = 3t. 

10 Prva diferencijalna forma glasi: 

ds2 = Edu2 + 2Pdudv + Gdv2. 

Kako je: . 
ru= {roosu cos v, rcosu sin v, -rsinu} 

rv= { -rsinu sin v, rsinu cos v, O}, 

to je: 
"-

E=r~=(~:r +(~~r +(~:r = 

= (roos u cos V)2 + (rcos.u sin V)2 + ( - rsin U)2 = r2, 

G=;; = (~~ r + (~~ r + (~~ r = 
= ( - rsin u sin V)2 + (rsin u sin V)2 + (0)2 = ·r2 sin2 u, 

(10) . 



§ 9. Druga diferencijalna forma 

9.1. Druga diferencijalna ili kvadratna forma plohe 

Neka je ploha S zadana svojom vektorskom jednadžbom: 

; (u, v) = x (u, v) r + y (u, v) r + z (u, v) iC, (u, Y) E D, 

Tada se na plohi S definiraju funkcije L, M, N: D~ R na sljedeći način: 

L = NO, ~ = ~ ( a; a; a2
; ) 

ruu W au' av' au2 , 

~O ~ 1 (a; 
M=N 'ruv = W a;' 

a; 
av ' 

~O ~ 1 (a; 
N=N 'rvv = W a;' 

a; 
av ' 

odnosno koordinatno: 

1 
L=

W 

1 
M=

W 

1 
N=

W 

ax ay az 
au au au 

ax ay az 
av av av 

ax ay az 
au au au 

ax ay az 
av av av 

~ 
auav 

ax ay az 
au au au 

ax ay az 
av av av 

(1) 

(1 *) 

" 
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Funkcija L, M i N zovemo Gaussovim osnovnim (fundamentalnim) veličinama 

drugog reda (W = VEG - F2). 

a) Neka je nadalje zadana krivulja a na plohi S svojim jednadžbama u = u(s), 
v=v(s), tj. . 

f=i[u(s); ves)], 

gdje je s duljina luka krivulje Q. Tada vrijedi: 

-o d2 f 
N . ds2 = xcos8, 

(2) 

(3) 

gdje je u zakrivljenost krivulje a u nekoj točki P, 8 kut između orta N° normale 
na plohu i orta fiD glavne normale na krivulju a u točki P (sl. 44). 
Relacija (3) dade se napisati u obliku: 

Sl. 44. 

UCOS8=L(~~r+2M(~~) (~:)+N(~:r=H. (4) 

Desna strana izraza (4} zove se druga diferencijalna ili druga kvadratna forma 
plohe i označuje s H. 

b) Ako je krivulja a na plohi umjesto parametrom s parametrizirana nekim 
parametrom A, koji nije duljina luka, 

f(A) = f(u (A), v (A)), onda relacija (4) prelazi u: 

(5) 

odnosno: 
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ucose = Ldu2 +2Mdudv+Ndv2 -.!!. 
Edu2 + 2Fdudv + Gdv.2 - 1 . 

(6) 

Desna strana izraza (6) je kvocijent druge i prve diferencijalne forme plohe. 

9.2. Normalni i kosi pr~sjek plohe 

Ravnina koja prolazi jednim pravcem tangentne raynine, tj. smjerom (o ili 

:: i normalom NO na plohu u točki P plohe S siječe ovu plohu u ravninskoj kri

vulji y koja se zove normalni presjek plohe S u točki P u smjeru vektora tO. 

Svaka druga ravnina koja prolazi istim pravcem (tj. smjerom (O) ali ne normalom 
NO plohe S, siječe ovu plohu u krivulji koja se zove kosi presjek. 

9.3. Normalna zakrivljenost plohe u danom smjeru 

To je zakrivljenost Kn normalnog presjeka u tom smjeru. Normalnoj zakrivlje
nosti pridružujemo predznak na ovaj način: kut e = o ili lt, jer su vektori fio i NO 
glavne normale normalnog presjeka i normale na plohu koline arni (istog ili 
suprotnog smjera). Pri tome uzimamo da je Kn> O ako je normalni presjek u točki 
P plohe S zakrivljen prema vektoru NO normale na plohu, a Kn < O ako je on 
zakrivljen od vektora NO. Pokazuje se da je normalna zakrivljenost u smjeru 

:: dana izrazom (prema (5) ili (6»: 

K = Ldu2 + 2 Mdudv + Ndv 2 II 
n Edu2 + 2 Fdudv + Gdv2 = -1-' (7) 

9.4. Meusnierov teorem 

Ovaj teorem povezuje zakrivljenost Kn normalnog i u kosog presjeka i dan je 
relacijom: . 

Kn = ucos e, '. (8) 

gdje je e kut između orta NO normale na plohu i orta no glavne normale na krivulju 
a u točki P plohe sa zajedničkom tangentom. 

Odavde proizlazi da od svih krivulja na polohi koje prolaze jednom točkom 
i imaju zajedničku tangentu najmanju zakrivljenost u toj to~ki ima normalni 
presjek plohe. 

Zakrivljenost plohe definira se pomoću zakrivljenosti krivulja na plohi. 

_1_ i .l zovu se radiusi zakrivljenosti normalnog i kosog presjeka. 
Kn U 
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nt 
s=--. 

cosa 

Njezina je duljina, dakle, konačn~ veličina za a'* ± ~ (a je kut pod 

n 
kojim loksodroma siječe meridijane sfere l). Za a = ±""2 se loksodroma 

podudara s paralelom (kojih ima više). 

U zadacima od 278. do 287. naći prvu kvadratnu formu za sljedeće 

(rotacione ) plohe: 

278. x=asinucosv, y=asinusinv, z=ccosu; UE[O, n], VE[O, 2n], rotacioni 
(kružni) elipsoid; 

279. x=Rcosv, y=Rsinv, z=u; uER, VE[O, 2n], kružni valjak; 

280. x=ucosv, y=usinv, z=ku; uER, VE[O, 2n], kružni stožac; 

281. Z2 = x 2 + y2, kružni stožac; 

282. x = a u cos v, y = a u sin v, z = u; U E R, v E [O, 2 n], rotacioni paraboloid (vidi 
zado 334 i 372); 

283. x = a ch u cos v, y = a ch u sin v, z = e sh u; u E R, v E [O, 2 n], jednoplošni rota
cioni hiperboloid; 

284. x=ashucosv, y=ashusinv, z=cchu; uER, VE[O, 2n], dvoplošni rota
cioni hiperboloid; 

285. x = (a + b cos u) cos v, y = (a + b cos u ) sin v, z = b sin u; u, V E [0,2 n], torus; 

286. x = a sin u cos v, y = a sin u sin v, z = a ( ln tg ~ + cos u ) ; 

V E [O, 2n], pseudosfera; 

287. x = ach~cosv, y = ach~sin v, z = u; U E R, v E [O, 2n], katenoid (vidi 
a a 

zad.221). 

288. Naći prvu diferencijalnu formu helikoida: 

x = aucosv, y = ausin v, z = bv; u, V E R. 
" 

289. Naći prvu diferencijalnu formu koordinatne XOY ravnine parametrizirane sa: 

x = u, y = v, z = 0, u, V E R. 

290. Naći prvu diferencijalnu formu elipsoida (vidi zado 227): 

x=asinucosv, y=bsinusinv, z=ccosu, UE [O,n:.), VE[O, 2n]. 

29l. Odrediti plohu čija je prva diferencijalna forma: 

1 
ds2 = 2 2 [(2x2+y2)dx2+2xydxdy+(x2+2y2)dy2] 

x +y 

i na kojoj se nalazi kružnica x 2 + y2 = 1, z = l. 
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292. Odrediti prvu diferencijalnu formu, izračunati dS = I Tu x Tv I d u d v za plohu 
i ispitati kakve su krivulje na plohi u i v linije ako je: 

T = cos u r + sin u (cos v r + sin v IZ); U E [O, n], v E [ - n, n]. 

293. Odrediti prvu diferencijalnu formu, izračunati element ploštine d S plohe i 
ispitati kakve su krivulje na plohi u i v linije ako je: 

T = (u + VZ) ti + (v + UZ) 6 + uv č; u, V E R. 

(ti, 6, č konstantni vektori). 

294. Ako je porodica krivulja na plohi zadana diferencijalnom jednadžbom: 

Adu + Bdv =0, 

tada je jednadžba ortogonalnih traj ektorij a , tj. krivulja koje sijeku zadane 
krivulje pod pravim kutem dana s: 

(BE -AF) du + (BF- AG)d v = O. 

Dokazati. 
295. Sastaviti diferencijalnu jednadžbu ortogonalnih trajektorija porodice krivulja 

</>(u, v) = cons t. 

na plohi x = x(u; v), y = y(u, v), z = z(u, v). 

296. Naći ortogonal ne trajektorije porodice krivulja 

u + v = const. 
koje leže na kugli: 

T = {R sin u cos v, R sin u sin v, R cos u } ; U E [O, n], v E [ - n, n]. 

297. Na kružnom stošcu: 

x=ucosv, y=usinv, z=u; uER, vE[0,2n], 

promatrati porodicu krivulj a: 
v = UZ + a, 

gdje je a parametar. Naći porodicu njihovih ortogonalnih trajektorija. 

298. Dokazati da uvjet ortogonalnosti dviju porodica krivulja na plohi koje su 
određene diferencijaln~m jednadžbom: 

A (u, v)duz+2B(u, v)dudv+C(u, v)dvz=O 

glasi: 
EC=2BF+AG=0. 

-
299. Dokazati da na helikoidu: 
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x = u cos v, y = u sin v, z = a v, u, v E R 

diferencijalna jednadžba: 

d UZ - (UZ + aZ) d VZ = O 

određuje ortogonalnu mrežu parametarskih linija. 



300. Pokazati da se krivulje: 

sinu+a(v+1)=0 

(a, b = eonst. ) na' plohi: 

a 
-'-3-+ v =b 
SlO u 

r={sinueosv, sinu sin v, cosu+lntg ~}, ueR+, ve[0,2:n], 

sijeku ortogonalno. 

301. Na plohi: 

r= {u, v, uv}, u, veR 

dane su dvije krivulje: Cl : u2 + v2 = 1 i C2 : v == au. 

a) Naći presječne točke danih krivulja. 
b) Odrediti kut pod kojim se sijeku te krivulje. 
e) Koliko je a da se krivulje sijeku ortogonalno? 

302. Odrediti ortogonalne trajektorije koordinatnih krivulja plohe: 

r = { u cos v, u sin v, u + v}, u, veR. 

303. Odrediti ortogonalne trajektorije koordinatnih krivulja plohe: 

r= {vcosu - a sin u, vsinu + a cos u, au} (a>O), u,v e R. 

304. Dana je ploha: 

x = u2 + v2, y = u2 - v2, ~ = uv, u, veR. 

a) Naći prvu kvadratnu formu. 
b) Izračunati diferencijal duljine luka za krivulje u = 2, v = 1, v = au. 
e) Izračunati duljinu luka krivulje v = au između točaka njenog presjeka s 

krivuljama u = 1, u = 2. 

305. Naći pod kojim se kutem sijeku krivulje: 

u+v=O, u-v=O 

na helikoidu: 

x=ueosv, y=usinv, z=av, u,'veR. 

306. Naći kut pod kojim krivulja: 

siječe izvodniee kružnog stošca: 

x=veosueosa, y=vsinueosa, z=vsina, ue[~,2:n], veR, 

gdje je a parametar. 

307. Na plohi s prvom kvadratnom formom: 

ds2 = du 2 + sh 2ud v2 

naći duljinu luka krivulje v = u među točkama Ml(Uh Vl) 

'o 
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308. Naći kut među krivuljama 

v = 2u, v = - 2u 

na plohi koja ima prvu kvadratnu formu: 

ds 2 =duz+dv2 • 

309. Naći kut između krivulja zadanih jednadžbama: 

v=u+1 v=3-u 

na plohi: 

x = u cos v, y = u sin v, z = uz, U E R, v E [0,2:n:]. 

310. Na helikoidu: 
x = u cos v, y = u sin v, z = av, u, v E R 

zadane su krivulje svojim jednadžbama: 

v = ln (u ± JI u2 + a2) + c. 

Izračunati duljinu luka tih krivulja između točaka 

311. Na pseudosferi: 
x = a sin u cos v, y = a sin u sin v, 

z=a(lntg ~ + cosu), uER+, vE[0,2:n:] 

zadane su dvije porodice krivulje svojim jednadžbama: 

u 
v = ± ln tg "2 + c. 

Izračunati duljinu luka svake porodice krivulje između točaka Ml (Ub Vl) i 
M2(u2, V2). 

312. Naći ploštine četverokuta na helikoidu: 

x = u cos v, y = u sin v, z = a'v, u, v E R 

omeđenog krivuljama: u = 0, u = a, v = 0, v = 1. . 
313. Naći ploštinu krivocrtnog trokuta: 

u= ±av, v= 1, 

smještenog na plohi s prvom kvadratnom formom: 

ds 2 = du 2 + (u 2 + a2) dv 2 • 

314. Naći ploštinu konveksnog kuglinog područja omeđenog petljom krivulje 
Vivijanija (vidi zado 55). 

315. Naći površinu torusa: 
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x = (a + b cos u) cos v, y = (a + bcosu) sin v, z = b sinu, u, v E [0,2:n:], (vidi 
zad.285). 



1 
b) eos a =---=. 

Y2+ A' 
254. x' + y' = e'; 2cosvx + 2 sin vy - uz - 2u(1-lnu) ;=0. 

255. x+2y-z-7=0. 

257. xeosv+ysinv- a=O, i'·e(v)-a=O, 

ako uzmemo: i' = x i + y r + z k, e (v) = eos v r + sin v r 
x-l y-2 z-9 

258.3x+12y-z-18=0· --=--=--. 
, 3 12 - 1 

x- 3 y - 4 z -12 
259. 3x+4y+ 12z-169=0' -- = -- = --o 

, 3 4 12 

x-3 y-1 z+l 
260.3x-2y+3z-4=0; -- = -- = --o 

3 . - 2 3 
u 

261. x eos u eos v + y cos u sin v - z sin u + a ln tg 2 sin u = O. 

262. 12x+9y+20z-140=O. 

·1. 
263. Koordinate točke N su: x=e"f(cos<p-sin<p), y = -e"f(cos<p+sin<p);u=45°. 

2 
264. g(u) =' ku; tangentna ravnina: 

V 
kvX-kuY+(U2 +V2 ) Z-k(U 2 +V2) aretg- = O 

u 
oskulaeiona ravnina: k sin uX - k cos u Y + a Z - kau = O 

u zajedničkim točkama, tj. za tl = a cos u, v = a sin u se poklapaju. 

279. ds' = du2+R'dv2• 280. ds2 = (1+k 2)du2+u2dv2. 

2X'+y2 2xy x2 +2y2 
281. ds2 = --- dx' + --- dxdy + , 2 dy'. 

x' + y' x' + y2 X + y 

282. ds2 = (a'+4u1) du'+a'u'dv'. 

283. d S2 = (a' sh' u + e2 eh' u) d u' + a' eh' u d v'. 

284. ds' = (a 2 eh2 u+e'sh2 u) du'+a2 sh2udv2. 

285. ds'=b'du2+ (a+beosu)'dv 2 • 

286. d s' = a' etg' u d u2 + a2 sin' u d v2. 

" u, ,~u , 
287. a) ds = eho-du +a eho-dvo. 

a a 

b) ds2 = du 2 + (a 2 + u') d v2 prema zado 221. a) i b). 

288. ds2 = a'd u2 + (a' u2 + b') d v2• 289. ds' = du'+dv'. 

b2 -a' 
290. [(a 2 eos2 v + b 2 sin2 v) eos' u + e2 sin' u l d u' + --- sin2 u cos2 vd ud v + 

2 
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+ [sin' u (a' sin' v + b'eos'v) l d v2, ili: 

d s' = {a' [cos2 v + (1 - f') sin' v l eos' u + e' sin' u l } d u2 -

a' 
- - f' sin2 u eos2 v d u d v + a' {sin' u [sin2 v + (1 - f2) eos' v]} d v'" 

2 



291. Usporedivši sa zado 270. naći ćemo p i q, a zatim zbog d z = p dx + q dy i z = e2 ± Y x 2 + y2. 
Odatle uz uvjete zadatka: Z2 = x' + y2 i Z2 = 4x2 + 4y2 (rotacioni stožac). 

292. Ploha jt< sfera, jer je x 2 + y2 + Z2 = l; u-krivulje (v = vo) su meridijani, a v-krivulje (u = uu) su 
paralele. ds 2 =du2 +sin2 udv 2 ; dS= Isinu I dudv. 

293. u-krivulje (v:, vo) i v-krivulje (u =_uo) su parabole..; pa je ploha paraboloid; E = (ii + 2u b + Vč)2, 
G = (2vii+b+ue)2, F=(ii+2ub+ve) (2vii+b+ue); 

dS = (1-4uv) (iiXb)+(2u'-v) (bxe)+(2v'-u) (eX ii). 

294. U izraz za okomitost dviju krivulja (vidi § 8.3. d»: 

E du du + F( du il ii + d u d v) + G d v dii = O uvrstiti podatak da je za prvu krivulju CI : d u *- O, 
dv*-O, azadruguC,:dii= -A/8du. 

295. Analogno kao prethodni zadatak: CI ima d u *- O, d v *- O, C2 : <P" d u + cj>, d ii = O. Odavde uvrstimo 
d ii = - cj>Jcj>, d u u izraz za okomitost dviju krivulja; (Ecj>,. - Fcj>") d u + (Fcj>" - Gcj>") d v = O. 

l 
296. v + ctgu = C. 297. v = --2 + 13, gdje je 13 parametar. 

2u 

298. Dvije porodice krivulja na plohi zadovoljavaju diferencijalnu jednadžbu: 

A( :: r + 2B( :: ) + S = O, čija rješenja ćemo označiti ;: CI: (::)1 ::' 
(~) du ~ du __ ~ ~+ du __ 2B Tako imamo da vrijedi: - - što 

dv 2 dii dv dii A' dv dii A ' 
uvr-

šteno u uvjet ortogonalnosti dviju krivulja na plohi: 

du du ( du dU) E -- -- + F -- + - + G = O daje traženi uvjet: 
dv dv dv dii ' 

EC-2FB + GA =0. 

299. Prema prethodnom zadatku. 300. U uvjet ortogonalnosti dviju krivulja na plohi uvrstiti da je 
prema uvjetima zadatka: 

cosu acosu 
C,: dv = - -- du, a C2 : dii = --- du. 

a sin4 u 

l a 
301. a) u = ±~; v = ± ~ (uzeti samo + ili samo -); 

yl+a2 YI+a' 
2a(a2 -1) 

b) coscj> = ,/ ,/ ~ ,/4 2 ; c) a E {O, l,-l} . ... r2 ya+lya+6a+1 

302. Prema § 8.3.a) i b) uvjet da je neka krivulja na plohi ortogonalna na koordinatnu u-krivulju 
(u*-O, ii=e, du*-O, dii=O) jest: Edu+Fdv=O, a uvjet ortogonalnosti na koordiwtnu 
v-krivulju (v*-O, u =e, d v*-O, du =0) jest: Fdu + Gdii = O. Edu + Fdv =0 daje 2du + d v =0, 
a uvjet Fdu + Gdii = O daje: 

du+(u'+1) dii=O; 2u+v=e, i u=tg(e2-v). 

303. Kao prethodni zadatak: Edu+Fdv=O daje: (v 2 +2a2) du-adv=O, a Fdu+Gdii=O 

daje: - adu + d" = O; v = a Vl tg (2(u - CI)' V =au + C2. 

304. a) ds' = (8u' + v') d u2 + 2uvdud v +(8v' + u2) d v'); 

b) ds=2 V2v2+1 dv, ds=(8u2 +I)du, ds=2u V2a 4 +a'+2du; 

c) s=3V2a4 +a'+2. 
l-a' 

305. cos <p = ---, . 
l+a 
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m 
cz: dv=mvdu, cos 8 = = const. 

jim' + cos' a 

307. s= Ishu2-shu,l. 308. cos a = 

u, 

3 

5 

2 
309. cosa =-. 

3 

311. s = a I f ~ I 
SIn U I U2 Ul I = a ln tg :2 - ln tg :2 = a I v, - v, I. 

u, 

a' 
312. S = - [Vz + In(l + jlz)]. 

2 

[ 2 jlz - ] 
313. S = a' :3 - -3- + ln (1 + jl2) . 

2" 2" 

315. S= f du f b(a+bcosu)dv=4n'ab. 
o 

ac 
333. II = (du'+sh'udv'). JI a' ch' u + e' sh' u 

2a 
334. II = (d u' + u' d v2). 

jla2+4u' 

335. II = bdu'+cosu(a+bcosu) dv'. 

314. S=2a'. 

336. II = a ( - ctg u d u' + sin u cos u d v'). 
, 1 , 

337. II = adv- - -du-o 
a 

2abdudv 
338. IT = -

Va'u'+b 2 

339. Prema zado 318. II 0= f~x d.x' + 2[,y dx dy + J;y dy2 

. V1+ f~+ f~ 
a'f a'f a'f 

Iz uvjeta zadatka je: -- = 0, -- = 0, -- = O. 
. ax' axay ay' 

Opće rješenje ovog sustava je: f= ax + by + C. 

VJ V3 
340. K = - K = -_. 

I 9" 3' 
I 

K=-- H= 
9' 

jl3 

341. Kn = 
R' KI = - R' 

l 
K, = - R ' 

9 

1 
K=fi2' H= 

(Gaussova zakrivljenost je konstantna i pozitivna.) 
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